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Ъм = (1 -  4  + +•••+ г-гШ  > 1 +
+ Ч + ( \х + - + ^ \ г - г \  =
= + ^  4^+11+--- + ^  4^+12г-1 ^ к^+1-
Поскольку это соотношение верно при лю­
бых / € F, то повторяя процедуру, описанную 
выше, т. е. переходя к системе вида (5), полу­
чим [6^ , е , и так как я Ь[ независимы, 
то
(9)
Так как (9) верно для любых натуральных 
А > 1, то с учетом (1), (7), (8) получим
< о > = < е Г Ь  2  в„,, 3  3  Bf_, 3
3  . ..3  Bf'  ^□
ЧТО доказывает теорему.
С л е д с т в и е .  Если char F ^2 , то разре­
шимая класса п присоединенная группа А* пиль- 
алгебры А над бесконечным полем F имеет 
нилъпотентный нормальный делитель Н  та­
кой, что факторгруппа А*!Нразрешима класса 
не выше 8.
Доказательство. Из теоремы следует раз­
решимость алгебры А. Поэтому осталось при­
менить результаты [1,2].
Отметим, что ограничение на характеристи­
ку поля вызвано аналогичным ограничением в 
[2] и не ясно, является ли оно существенным 
для нильалгебр. Весьма вероятным кажется 
предположение, что нильалгебра над полем 
характеристики 2, разрешимая как алгебра 
Ли, имеет разрешимую присоединенную груп­
пу. Для нильалгебр экспоненты 4 это доказа­
но в [3].
В Ы В О Д
Нильалгебра над бесконечным полем с р^ - 
решимой присоединенной группой разрешима 
как алгебра Ли того же класса.
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ПОТОЧЕЧНАЯ с х о д и м о с т ь  ОБРАТНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В УСЛОВИЯХ ДИНИ*
ДУБРОВИНА О. В.
Белорусский национальный технический университет
Существование обратного вейвлет-преобра- 
зования в смысле сходимости в пространстве 
установлена различными способами 
[1, с. 287]. Что касается поточечной сходимо­
сти, то в большинстве монографий и статей.
посвященных интегральным вейвлет-преобра­
зованиям, приводятся, как правило, доказатель­
ства, полученные при дополнительных услови­
ях на базовый вейвлет \(/ [1~3]. Установленное 
ниже утверждение является аналогом соответ-
* Работа выполнена при частичной поддержке Фонда фундаментальных исследований Республики Беларусь.
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ствующего классического результата для инте­
грального преобразования Фурье [1, с. 116] и 
дается в естественных предположениях на 
функцию X.
Теорема. Пусть \ | / е / 2(л) -  базовый вей­
влет, удовлетворяющий условию согласован­
ности:
/
-d f <00. (1)
Тогда для любой функции х е вы­
полняется включение
+ 0 0 -1-00 1 11
^ ^ 0?) (2)
и справедлива формула обращения в смысле 
сходимости в пространстве
(3)
Более того, если функция хе1^{к) удов­
летворяет в некоторой точке условию
Дины, т. е. при некотором 5 > О интеграл
0
1 dh<<xi (4)
конечен, то обратное интегральное вейвлет- 
преобразование сходится в точке и имеет 
место равенство
где
(6)
-Ьоо
^ ^ х \а ,  б) = I  х(Оу „,4 {t)dt. (7)
Доказательство.
По определению
= lim6'->0А,В-^ л^оэг<\с\<АЩ<В
Обозначим
dadb
J-  ‘
dadb
Интеграл 3{^,А,В) сходится абсолютно 
для любых фиксированных ^< А < В  и в> 0 ,  
так как каждый множитель подьштегрально- 
го выражения принадлежит пространству 
 ^ dadS\1^  —— . Заметим, что для любой функции
Л а )
X е верно равенство
X -  5'(е, А, В))\^ = sup |(х -  S{s, А  В)х, >»)|,
где {х,у^ -  скалярное произведение функций х 
и у , определяемое формулой
-г-уи
{х,у)= ^x{f)y(f)dt.
- 0 0
По теореме Фубини [2, с. 317] имеем 
{s{^,A,B)x,y)^
\
-  i  y(t)
8<|й|<л|ь|<5
d t-
+00+00 1 11 J ■
Отсюда и из аналога равенства Парсеваля 
[3, с. 59]
-К о  + О 0
J (8) ^  ^ (2
' —ГГ\ —СГ\
следует, что скалярное произведение 
{S{e, А, В)х, у) ограничено относительно s > О, 
О <А<В для любых фиксированных х ,у е  ¿¡(я). 
Таким образом, установлено включение (2).
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В соответствии с равенством (8) и неравен- 
ством Коши -  Буняковского -  Шварца [4, с. 143]
ЙН<ХИ<^ }
(1ас1Ь
1/2
42 (1а(1Ь
Н1,>
где
р<|а < Д,|Ь <вУ =
= |а,б) е : (а,б) й < |о| < Д  |б| < 5 )
При 8 - ^ 0  и А, В +00 область интегриро­
вания стремится к пустому множеству, таким 
образом, интеграл стремится к нулю, а следова­
тельно, X -  5{е, А, в)х  ^ > О .
Таким образом, интеграл в формуле (3) оп­
ределяет обратное вейвлет-преобразование.
Для завершения доказательства установим 
равенство (5) в точках, в которых вьшолнено 
локальное условие Дини (4). Для доказатель­
ства формулы (5) заметим, что так же, как и в 
случае преобразования Фурье, необходимо 
прежде всего представить постоянную величи­
ну д(Го) в виде интегрального выражения, по­
хожего на стоящее в правой части вьфажение 
(5). Поскольку из условия согласованности вы­
текает, что
(9)
непосредственное применение преобразова­
ния, стоящего в правой части (5), к постоянной 
величине д:(^ о) дает нулевой результат. Следо­
вательно, такой подход не подходит.
В теории интегрального вейвлет-преобразо­
вания известно [1, с. 285], что экспоненциаль­
ная функция инвариантна относительно преоб­
разования (7) и, следовательно, имеет место
формула обращения для xif)=x^{t)=e^”^ ,  т. е.
для любого фиксированного значения парамет­
ра ^ е Л выполняется равенство
_ _ (10)
где интегралы понимаются, как и ранее, в 
смысле главного значения.
Умножая последнее равенство на постоян­
ную и перенося экспоненциальный мно­
житель в правую часть, имеем
(11)
Не ограничивая общности, можно считать 
далее, что базовый вейвлет \|/ является вещест­
венно-значной функцией. Таким образом, ут­
верждение теоремы совпадает с утверждением 
о равенстве следующих интегралов (их сущест­
вование установлено, например, в [1, с. 287] и 
является простым следствием неравенства Ко­
ши -  Буняковского ”  Шварца):
+00 + С О  -Ьоо
- ^ 1 1 1  (12)
—00 —00 —00
и
С„,
. (13)
—СО —00 —00
Так как существование интегралов в (12),
(13) установлено, к каждому из них можно 
применить теорему Фубини и считать внут­
ренними интегралами, например, интегралы по 
переменной Ь (которые являются в обоих слу­
чаях одинаковыми). Рассмотрим эти интегралы
/(х,а)= =
I — ос
¥
х-Ь
(14)
йЬ.
Поскольку при фиксированных
значениях а ф О, тei?, tQ&R к интегралу 5 > О 
можно применить равенство Парсеваля, т. е.
+00 /  \  т -
у ( е У ^ ( 0 > / 0 ,  (15) 
V а
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где \\f -  преобразование Фурье у, определенное 
равенством
(16)
для которого интегралы также понимаются в 
смысле главного значения.
Вычислив выражения для преобразования 
Фурье в (15), имеем:
т -й х -Ь  = иа 
db = -adu
= sign а • а
= sign а ■ ае аЭ);
¥ (е)= ¥
<0 -Ь  = иа 
db =-adu
= signa • а 1|/(м)е 2га(о0^ 2гаив9^ у _
: sign а ■ ае аЭ),
Следовательно, 
1{х,а) = i/0 . (17)
Тогда, применив формулу Фубини к инте­
гралу
\dai M f , (18)
имеем
J а J И-ОО -00
= lim8->0 , дл->+оо|е(<5
-a 0  = v 
dvd a -  —0
= с
Б<|а|<у4
э
e2™e('o-^ )sign0<i0
о
'X)
g2^ e(<„-x)g-gn0^ e
Заметим, что в интегральном представлении 
(11) правая часть не зависит от выбора значе­
ний параметра ^ е i? . Следовательно, в этом 
представлении (и всюду далее) можно считать 
^ фиксированным и равным любому заданно­
му числу, отличному от нуля. Кроме того, ин­
тегралы по переменной 0 следует понимать в 
смысле главного значения по Коши. Другими 
словами, сравнение интегралов (12), (13) сво­
дится к сравнению пределов:
+СО А
lim ix(i(, + Ä)i/A f e^ '^^ s^ignOJO; (12')
A^-KB J
lim
A-^ +oo x { ty ^ ^ d h  ( e'”®*sign0c?0, (13')
-A
где h = x -t^ .
Внутренние интегралы в (12'), (13') равны
e2™®*sign0i/0 =  ^ ^ [ 2 - 2 со82яЛА1 1
-А
=^—rrsin^nAh.тп
Рассмотрим разность повторных интегралов 
в (12'), (13'):
/  = h ш
xifo + h)-x{to) 2 -2
Щ<Ь
+
Kl
Tsin %Ahdh +
<5
Ш
+ 2 . 2 AI л  г T T ^ ^  sm TzAhdh = J^  + J^+ / 3,
И>5
где а(/г) = 0(1) при к-> 0  (т. е. представ­
лена по формуле Тейлора). Для любых фикси­
рованных 5>0 ,  А>0  при малых к функция
ф(/г, л) = Г ------- ^вт ^пЛ к  является
абсолютно интегрируемой на (-со,8]и 5,+оо)
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абсолютно интегрируемой на ( ~ о о ,5  и  8 ,+ о о )  
в силу неравенства Коши -  Буняковского -  
Шварца.
Л
И>8
\sm^TiAhdh = J^i + J,2;
Н>5
h ni'
h niTsin  ^TiAhdh <
<
ч1/2/ \ l / 2
J[x(io + Af^Ä I
VH>5 J 1^ |A|>5 ‘
следовательно, J 3, €Z2(ä).
J-32
Ш
И>8
■^С08 2яг^/г8ш nAhdh +
-  ¡^s in lm ^h s in ^n A M h ;TtJ h
W>s
Kl
M
H>8
^  COS Ini^h sin  nAhdh = 0.
так как подынтегральная функция является не­
четной, а отрезок интегрирования -  симмет­
ричным относительно начала координат.
Рассмотрим
5<|а|<в
Зафиксируем В>8,  тогда, в силу леммы Рима- 
на -  Лебега [4, с. 424], этот интеграл стремится
к нулю при В + О Э , а значит, равен нулю в 
смысле главного значения.
Отсюда lim J 3 = О по лемме Римана -  Ле-Л->+00
бега. Аналогичные рассуждения имеют мес-
- 2 4 4 ) 2s fa»^ j<C ,пгто для J2 , поскольку 
А|<5.
Наконец, существование предела
lim [ 4о  + ^ } - ^^9)Asin^ nAhdh = О
A-^ -hco, J Н<5 ni
также вытекает из леммы Римана -  Лебега и 
условия Дини (4).
Теорема доказана.
В Ы В О Д
Таким образом, установлена поточечная 
сходимость интегрального вейвлет-преобразо- 
вания в случае произвольного вейвлета у  при 
условии, что функция X удовлетворяет усло­
вию Дини.
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